CALCULUL ERORILOR. NOTIUNI SUMARE

1. Generalitati

Legile fizicii, care sunt expresia unor fenomene fizice, reprezinta nigte relatii intre
anumite variabile care se numesc marimi fizice. Relatiile fizice exprimate sub
forma unor ecuatii matematice se stabilesc in majoritatea cazurilor prin
generalizarea datelor experimentale.

A masura o marime fizica, inseamna a o compara cu o alta marime de
aceeasi natura aleasa in mod conventional ca unitate (etalon) si a stabili de cate
ori unitatea este cuprinsa in marimea data. Rezultatul oricarei masuratori se da
sub forma unui produs de doi factori, valoarea numerica si etalonul de masura.
Masuratorile pot fi directe, cand valoarea marimii cautate se obtine ca rezultat al
unei observatii simple (masuratori) si indirecte sau determinéri, cand valoarea
cautata se obtine printr-un calcul pe baza relatiei fizice intre marimea cautata si
marimile care se masoara direct. Sensibilitatea limitata a aparatelor de masura,
defectele lor de constructie, imperfectiunea metodelor de masura, a simturilor
noastre si eventualele perturbatii exterioare, nu permit cunoasterea valorii reale
a marimii de masurat. In consecinta, orice masuratoare este afectatd de erori de
masurare. Acestea, dupa caracterul lor, se pot imparti in erori sistematice si erori
intdmplatoare sau accidentale.

Erorile sistematice pot proveni dintr-o imprecizie a metodei de lucru, dintr-
un defect al aparatelor de masura implicate, din cauza unor perturbatii exterioare
sau dintr-o omisiune a experimentatorului. Eroarea sistematica (As) a unei valori
masurate sau a valorii medii este considerata ca partea din eroarea ce afecteaza
valoarea respectiva datorita uneia sau mai multor erori sistematice. Aceasta
eroare poate fi compensata prin corectii. Corectia (C) este egala si de semn
contrar cu eroarea sistematica:

C = As. (1)

Erorile intamplatoare sunt acele erori care pot sa apara datorita unor
cauze aleatoare precum: fluctuatiile accidentale ale influentei mediului ambiant
sau ale aparatelor de masura, fluctuatiile de atentie ale experimentatorului, etc.
Nefiind controlabile, erorile intdmplatoare nu pot fi compensate prin corectii.
Daca numarul masuratorilor este suficient de mare, erorile intdmplatoare se
supun unor legi de probabilitate (legi statistice). Doua dintre acestea sunt
relevante: i) La un numar mare de masuratori, abaterile in plus sunt aproximativ
egale cu abaterile in minus, adica abaterile intr-un sens, sunt egal probabile cu
abaterile in sens contrar. Datorita acestui lucru, media aritmetica a unui mare
numar de rezultate este mult mai apropiata de valoarea adevarata decat orice
rezultat al unei masuratori individuale. in consecinta, o repetare a aceleiasi
masuratori va micsora influenta erorilor intdmplatoare. ii) A doua lege se refera
la frecventa erorilor. Frecventa relativa a unei erori de masurare se defineste prin
raportul dintre numarul de cazuri in care aceasta survine si numarul total de
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cazuri (masuratori). Frecventa P, a unei erori intdmplatoare de valoare v, se
supune legii normale de distributie a lui Gauss, exprimata prin formula:

k

Pla)=——e™@a", (2)

@)=
P(a) unde e este baza logaritmului natural,
101 iar k este o constanta care depinde de

precizia acelui sir de masuratori (sau a
metodei). Relatia (2) reprezinta ecuatia
curbei clopot a lui Gauss si are o
0.5 exactitate cu atat mai mare cu céat este
mai mare numarul de masuratori.
Reprezentarea grafica a acestei
ecuatii, duce la curba de distributie a
s a erorilor (vezi Fig. 1). Se constata ca

cea mai mare parte din erori se

grupeaza in jurul valorilor mici, iar cu
cét erorile sunt mai mari cu atat frecventa este mai mica. Maximul curbei de
distributie se afla la a = a, valoarea acestuia fiind,

Figura 1

Ha=a=5%=Q&Mk (3)

Maximul curbei este important deoarece permite determinarea preciziei
metodei (k).

Rezultatul oricarei masuratori sau determinari nu poate fi niciodata
perfect, ci este mai mult sau mai putin apropiat de valoarea adevératd (A) a
acelei marimi. Pentru a compensa erorile aleatoare orice masuratoare trebuie
repetatda de mai multe ori, obtindndu-se un sir de valori individuale (a;), cu
ajutorul carora se calculeaza valoarea medie (a) a sirului de masuratori. Rezulta
ca:

n
ai
i=1

a=—- (4)

unde n este numarul de masuratori.

Se numeste eroare absolutd sau eroare (Az) a valorii medii masurate a
unei marimi, diferenta dintre valoarea medie masurata (a) si valoarea de
referinta (A), adica

A, =a-A. (5)

Eroarea absoluta se masoara in aceleagi unitati ca si marimea respectiva. Daca
A este valoarea exacta a unei cantitati si a este o aproximatie cunoscuta a
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acesteia, atunci eroare absolutd a aproximatiei a se considera de obicei a fi
marimea A, care satisface relatia:

a-Al<a,. (6)

Pentru scopuri practice este convenabil sa se ia pentru (A;) valoarea cea mai
mica pentru care este satisfacuta inegalitatea (6). Valoarea adevarata poate fi
scrisa atunci

A=aztA,. (7)

Eroarea relativé (A;) a unei marimi oarecare, a (care poate fi chiar
valoarea medie a unei serii de masuratori a = a), este raportul dintre eroarea
absoluta A, corespunzatoare marimii si valoarea sa absoluta |a|, adica:

A =2 (a#0). (8a)

N—— (8b)

cu A valoarea exacta, nu intotdeauna cunoscuta. Fiind raportul a doua marimi de
acelasi fel, eroarea relativa nu are dimensiuni si se poate exprima in procente,
prin inmultire cu 100.

2. Calculul erorilor

Majoritatea marimilor fizice se determina indirect din relatiile fizice aferente, prin
masurarea directa a altor marimi. Daca consideram A, marimea cautata, aceasta
va rezulta dintr-o anumita relatie (de obicei data de o lege fizicd) cu marimile x,
Y, Z,..., care se masoara direct. Intre aceste marimi existd o dependentad de
forma:

A=1f(xy,z,....). (9)

Daca erorile marimilor care s-au masurat direct sunt Ax, Ay, Az,....,
reprezentand erorile probabile si/sau in unele cazuri imprecizia aparatului, atunci
eroarea AA, asupra functiei determinate va fi prin definitie:

AA =f(X+ AX,y + Ay, z + Az,....) - f(X,y,2,....). (10)

Deoarece erorile absolute sunt destul de mici in raport cu marimile
respective, erorile pot fi considerate elemente diferentiale, adica:

dA =f(x +dx,y +dy,z+dz,....) - f(x,y,z,....). (11)

Aplicand formula cresterilor finite, se obtine:
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dA=%dx+%dy+%dz+...., (12)
OX oy 0z

sau
dA = d[f(x,y,Z,....)] . (13)

Daca derivatele partiale ale functiei A raman practic constante pe
intervalele:

X-AX Si X+AX
y-Ay si y+Ay
z-Az Si z+Az

atunci se poate lua limita superioara a erorii rezultante, AA, adica:

AA =|f |AX+|f |Ay +|f |AZ+..... (14)

f

fy

f,

unde, atunci cand se face trecerea de la elementele diferentiale la erori, toti
factorii diferentiali trebuie sa fie luati in valoare absoluta.

Cel mai adesea se utilizeaza erorile relative si mai putin erorile absolute.
Conform modului de rationament anterior, erorile relative pot fi definite in modul
urmator:

of

0z

dA _dif(xy.z,...)] _

A f(x,y,z,....)

of
OX

Ax | of
—

f |oy

Ay
f

Az
—t

: (19)

De fapt, formula anterioara reprezinta diferentiala logaritmica a expresiei
de baza, relatia (14), adica:

d(InA) = d[Inf(x,y,z,....)] (16)

In practica, pentru a se calcula erorile relative corespunzatoare unei
marimi determinate A(x,y,z,....), se procedeaza in modul urmator. se
logaritmeaza expresia, se diferentiaza si in final se trece la erori. in ultima
operatie, indiferent de semnul diferentialei, termenii implicati se considera in
valoare absoluta.

Pentru o mai buna intelegere in continuare vom da un exemplu simplu.
Vom estima precizia cu care poate fi determinat volumul si grosimea unui fir de
bumbac impregnat cu nanoparticule, in functie de aparatura avuta la dispozitie.
Din punct de vedere geometric reprezinta un cilindru, a carui volum este:

V =nr*h (17)
Eroarea relativa obtinuté conform relatiei (16) va fi:
AV _Arm o Ar +ATh (18)

T r
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Daca se considera numarul aproximativ a=3,14, utilizat in locul numarului
exact A =r, atunci, avand in vedere ca 3,14<n<3,15, rezulta ca |a—n‘ <0,01,

deci conform relatiei (5), pentru eroarea absolutd avem valoarea, A,=0,01.
Corespunzator, eroarea relativa va fi, A=0,01/3,14=0,003. Daca se doreste o
precizie mai buna, atunci se poate considera a=3,142 si intervalul
3,14<1<3,142, ceea ce implica o eroare absoluta A,=0,002 si respectiv o eroare
relativa, A=0,002/3,14~0,0006.

Intr-o prim& aproximatie, valorile pentru diametrul firului, ® si lungimea sa,
h sunt: ® = 0,4 mm, h=400mm. Masurarea diametrului, se poate face cu: un
subler, un micrometru, sau un microscop, in timp ce masurarea lungimii firului,
cu un liniar, subler, etc. Problema care se pune este evaluarea preciziei
necesare, in circumstantele experimentului efectuat. In acest caz, precizia este
data de precizia instrumentelor de masura. Masuratorile facute cu un micrometru
si un liniar, sunt suficient de precise in circumstanta data. Valorile obtinute sunt:
®=0,4mm=0,01mm sau r=9/2=0,2mm=0,01mm si h=400mmz1mm. Deoarece se
determina erori relative, este necesar ca atat numaratorul cat si numitorul unui
termen din formula de calcul a erorii relative sa se exprime in aceleasi unitati de
mé&sura. In laborator se utilizeazd numai Sistemul International cu multiplii si
submultiplii sai, deci vom exprima marimile masurate in metri. Rezulta:
r=0/2=0,2-10°m = 10°m si h=0,4 m + 10 m. Calculand in prim& aproximatie
relatiile (17) si (18) se obtine:

V=nr*h=314-22-10°m?-0,4m =5024-10°m?
Si
AV  An Ar  Ah 0,01 10°° 1073
— = = +2

+2—+—= +
T r h 314 2.10* 4.10"

=0,0032 + 0,1+ 0,0025 = 0,0057 + 0,1

Exprimand in procente avem:

AV _Am AT AN 43504 10% +0,25% = 0,57% +10%
\% T r h
Se constata faptul ca, luarea in considerare a numai doua zecimale
pentru numarul n, masurarea lungimii cu un simplu liniar, introduce erori sub
1%, eroarea cea mai mare fiind data de precizia masurarii diametrului.
Daca diametrul se masoara cu ajutorul unui microscop, cu o precizie de 1um

(1:10°m), atunci termenul
-6
Ar 2 19 _102-001
r 2-10
adica introduce o eroare de 10 ori mai mica, de numai 1%.
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In concluzie, in functie de performanta unor aparate utilizate in procesul
de masurare, se pot obtine, precizii mai mari sau mai mici. Dar nu numai acest
lucru influenteaza precizia masuratorilor ci si metoda utilizata. Daca se utilizeaza
metode care implica diferente de termeni, de exemplu diverse metode
calorimetrice, atunci precizia masuratorilor este mult mai mica, implicand
cresterea valorii erorilor relative.

3. Erorile operatiilor elementare

Metoda simpla a diferentialei logaritmice nu se poate utiliza Tn multe situatii
practice, atunci cand in relatia de baza intervin sume sau diferente, care nu se
pot logaritma.

3.1. Eroarea sumei

Eroarea absoluta pentru suma a doua sau mai multor marimi aproximative nu
depaseste suma erorilor absolute a marimilor respective. Considerand suma
algebrica a unor marimi aproximative:

a=a,+a, (19)
evident
Aa = Aa, + Aa, (20)
Prin urmare, eroarea absoluta a sumei, va fi:
A, <A, +A,, (21)

Pe langa eroarea absoluta, se poate defini si eroarea absoluta limita,
exprimata prin relatia

ANa=A,+A,, (22)

Din aceasta relatie, rezultd ca eroarea absoluta limitd nu poate fi mai mica
decat eroarea absoluta a celui mai putin termen exact din suma.

A2 >max(A,,A,,) (23)

In consecinta, ceilalti termeni, cu grad de precizie mai mare (cu erori
absolute mai mici) nu pot ameliora precizia rezultatului.

Eroarea relativa (limitd) a unei sume cu toti termenii de acelasi semn, nu
depaseste cea mai mare eroare relativa a termenilor. Considerand marimile
aproximative, a4 si ap carora le corespund valorile exacte A4, si A2 notadnd cu a
suma marimilor aproximative si cu A suma valorilor exacte, eroarea relativa a
sumei va indeplini relatia:

A = Aa < Aa1 +Aa2 _ A1Ar1 +A2Ar2
. A (24)
S%max(A”,Arz)

6
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astfel:
A, <max(A, +A,,), (25)
de unde, eroarea relativa limita este:
A =max(A, +A,,), (26)

3.2. Eroarea diferentei

Vom considera diferenta a doua numere aproximative, reprezentand doua valori
a unor marimi aproximativ masurate

a=a,—a,. (27)

Eroarea absoluta limitd a diferentei este si ea egala cu suma erorilor
absolute ale celor doi termeni

Na=Ay,+A,,, (28)

si eroarea relativa limita a diferentei va fi

A =A_Z=ﬁ, (29)
A A -A,

unde A este valoarea exacta a diferentei

Daca numerele a; si a; sunt foarte apropiate ca valoare, atunci diferenta
exacta A=a este mica si, chiar in conditiile in care erorile relative Ay $i A, sunt
mici, eroarea relativd limitd a diferentei, A, poate fi foarte mare. Pentru a
exemplifica, vom considera numerele aproximative a; = 47,132 si a, = 47,111.
Fiecare are cinci cifre semnificative exacte, adica o eroare absoluta de cel mult
0,0005. Diferenta exactda A= 47,132 — 47,111 = 0,021 are doar doua cifre
semnificative. Eroarea absoluta limita a diferentei este:

ANa=A,+A,, =00005+0,0005=0,001
iar erorile relative si eroarea relativa limita sunt:

A,, 00005

- A, _ 00005
" Ja,| 47132

T, 47111

~ 0,00001 Si A, ~ 0,00001

A _ A, A, +A,, 0001 ~0,05
A A -A,] 0021

Se constata ca eroarea relativa limita a diferentei este de aproximativ de
5000 de ori mai mare decét erorile relative ale termenilor. in consecinta, este de
dorit sa se evite metodele de masura care implica diferenta unor marimi fizice,
mai ales daca diferenta este mica.
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4. Eroarea aparatelor electrice de masura

Erorile aparatelor electrice de masura pot avea o serie de cauze precum: erori
datorita insuficientei echilibrari, erori datorita frecarii partilor mobile, erori datorita
fixarii incorecte a scalei sau datorita etalonarii inexacte, erori datorita inclinarii
aparatului, erori cauzate de campuri perturbatoare electrice sau magnetice
interne sau externe, erori de citire (paralaxa), etc.

Cadranele aparatelor de masura analogice indica clasa de precizie a
acestora. Clasa de precizie reprezinta eroarea relativa procentuala admisibila a
aparatului. Prin definitie, clasa de precizie este data de relatia:

— Aimax SaU ,Y% — AAmax

n n

v -100% (30)

unde AAnmax reprezinta eroarea absoluta admisibila a aparatului, iar A, valoarea
nominala a aparatului (valoarea de la sfarsitul scalei), adica limita superioara de
masurare. Intre eroarea admisibila a aparatului si precizia lui exista o relatie
biunivoca.

Eroarea absoluta maxima a aparatului este:
AA = TA, - (31)

Eroarea relativd maximé care se poate produce la masurarea unei marimi
oarecare cu ajutorul unui aparat de masura este:

A = ——max _, "' 32
‘ A s (32)

unde A este valoarea marimii masurate, ceilalti termeni fiind definiti anterior.

Daca avem la dispozitie un aparat cu mai multe scale, precizia
masuratorilor va fi cu atat mai mare, cu cat vom masura pe scala cea mai
apropiata de valoarea marimii de masurat.



